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Dans [4, 51, Vesentini etudie les geodesiques complexes d’un domaine D 
de CT”, ou plus generalement d’un domaine D d’un espace de Banach 
complexe. Dans un certain nombre de cas, il montre qu’etant don& deux 
points distincts x et y de D, il existe une et une seule geodesique complexe 
passant par x et y. Vesentini en deduit que, si x et y sont des points fixes 
d’une application holomorphe f: D + D, alors, l’image de la geodesique 
complexe passant par x et y est formee de points fixes deJ 
Bien sur, dans le cas ou D est, par exemple, le bidisque A x A c C*, &ant 
donnts deux points x et y de D, il existe toujours une geodesique complexe 
passant par x et y, mais cette geodesique complexe nest pas unique, en 
general. Vesentini montre cependant dans [5] que, si f: A x A + A x A est 
une application holomorphe et si x et y sont deux points fixes distincts de f, 
il existe une geodesique complexe passant par x et y formie de points fixes 
def. 
Dans cet article, je vais generaliser ce resultat de la maniire suivante: soit 
D un domaine borne convexe taut de C”. Soit f: D + D une application 
holomorphe, et soient x et y deux points fixes distincts def. Supposons qu’il 
existe au moins une geodesique complexe passant par x et y. Alors il existe 
un geodesique complexe passant par x et y formbe de points fixes def: 
Nous verrons que cette methode de demonstration ne se generalise pas au 
cas d’un domaine borne d’un espace de Banach complexe. Aussi, dans la 
derniere partie de cet article, nous etudierons les points fixes des 
automorphismes analytiques de la boule-unite ouverte B d’un espace de 
Banach complexe. Plus precisement, nous suposerons que B est homogene et 
nous montrerons que, si f est un automorphisme analytique de B, et si x et y 
sont deux points fixes distincts de f, il existe une geodesique complexe que 
nous preciserons formee de points fixes de f. Nous verrons d’ailleurs que I’en- 
semble des points fixes de f peut etre beaucoup plus grand. 
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1. DEFINITIONS ET RAPPELS 
Soit D un domaine borne de C” (ou plus geniralement d’un espace de 
Banach complexe E). On definit la distance de Carathtodory cD sur D de la 
maniere suivante: 
CL& Y> = sup 4f(x>, f(Y)). 
~EX(D,A) 
(R(D, A) designe l’ensemble des applications holomorphes de D dans le 
disque-unite A c G, et w la metrique non-euclidienne sur A.) On montre 
facilement (voir [l-3]) q ue cA = LC) et que toute application holomorphe f: 
D + D ’ est contractante pour cg et cg,. 
Vesentini [4, 51 definit ainsi les geodesiques complexes. 
DEFINITION 1.1. On dit qu’une application holomorphe rp: A + D du 
disque unite A c C dans le domaine D est une geodesique complexe de D si 
cp est une isomttrie pour cA et c,,c’est-i-dire si, pour tout tIEA, pour tout 
&Ed, on a 
%(di,), (4(b)) = cA(i, 3 h)’ 
Vesentini [4, pp. 48444853 donne la caracterisation suivante des 
geodesiques complexes de D. 
PROPOSITION 1.2. Soit rp: A + D une application holomorphe. Pour que cp 
soit une gkodtfsique complexe de D, il faut et il sufjt qu’il existe deux points 
distincts <, et C2 de A tels que 
Remarquons enfin que, si B est la boule-unite ouverte d’un espace de 
Banach complexe E, on diduit du theoreme de Hahn-Banach que, pour tout 
point x de B, il existe au moins une gtodesique complexe passant par 
l’origine 0 et le point x. Si on suppose de plus que B est homogene, alors, 
pour tout couple de points x et y de B, l’ensemble des gkodisiques complexes 
passant par x et y est non vide. 
Dans [4, 51, Vesentini donne une condition necessaire et suffkante pour 
qu’il existe une seule geodesique complexe passant par 0 et x. 
PROPOSITION 1.3. Soit B la boule-unite’ ouverte dun espace de Banach 
complexe E. Soit xEB, x # 0, et soit 9: A + B de?nie par 
u(i)=&. 
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Alors C+I est tote geodesique complexe passant par 0 et x. Pour que CJI soit (a 
un changement de parametre prds) I’unique geodesique complexe passant par 
0 et x, il faut et il suflt que p(j) CT aB contienne un point complexe extremal 
de g, 
2. G~ODI%IQUES COMPLEXES D'UN DOMAINE BORNE D DE C" 
Dans tout ce paragraphe, nous considirerons un domaine borne D de Q”. 
Soient x et ~1 deux points de D. Choisissons deux elements u et ,8 de A tels 
we 
C&I .v) = Cd(cx. P). 
Ce choix fait, nous dirons qu’une geodesique (4: A + D est une geodisique 
complexe normalisee si ~(a) = X, @‘J) = ~1. D’apres Vesentini [5, lemme 3.3, 
p. 2 191 toute giodesique complexe p: A -+ D telle que l’image q(A) contienne 
x et .1’ se deduit d’une geodesique normalike par composition avec un 
automorphisme de d. 
L’ensemble des geodesiques complexes normalisees passant par x et y (i.e., 
telles que x et y appartiennent a p(A)) est un sous-ensemble de l’ensemble des 
fonctions holomorphes Z(A, D). Nous munirons cet ensemble de la 
topologie de la convergence uniforme sur tout compact de A. Nous avons 
alors le theoreme suivant: 
THI~OR~ME 3.1. Supposons que D est un domaine taut. Alors, l’ensemble 
des geodesiques complexes normalisees passant par x et y est un ensemble 
compact. 
Avant de demontrer ce theoreme, rappelons la definition suivante: on dit 
que D est taut (au sens de Kobayashi [3]) si, pour tout suite f, 
d’applications holomorphes de A dans D, une des deux propositions 
suivantes est veriliee: 
(i) la suitef, admet une sous-suite convergente dans X(A. D); 
(ii) pour tout compact Kc A, pour tout compact L c D, il existe un 
entier n,, tel que, pour tout n > n,, 
f”(K)f-lL =0. 
Pour que D soit taut, il suffit, par exemple, qu’il soit hyperbolique complet. 
Demonstration du theor&ne 3.1. D’apres le theoreme de Montel. 
l’adherence de l’ensemble des gtodesiques normalises passant par x et y est 
un ensemble compact. 11 suffit done de montrer que, si une suite (q,) de 
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geodesiques normalisees converge vers o (uniformement sur tout compact de 
A), alors (o est une geodesique normalisie. Comme q,(a) = x et cp,@) = y et 
que D est taut, il est clair que rp est une application holomorphe de A dans D 
telle que q(a) = x et &I) = y. Le fait que (D est une geodesique complexe 
normalisee se deduit de la proposition 1.3. 
PROPOSITION 3.2. Soit D un domaine borne’ convexe. Alors l’ensemble 
des geodesiques complexes normalisees passant par x et y est convexe. 
Demonstration. Soient a, et v deux telles gtodesiques normalisees. Soient 
~et~EiR,~~O,~~O,~+~=l.CommeDestconvexe,I~+~~estune 
application holomorphe de A dans D. D’autre part, on a 
w/J + WY> (a> = x3 WP +PW) w = Y* 
Compte-tenu de la proposition 1.2, ceci sufftt i montrer que &I + ,uI(/ est une 
geodesique complexe normalisee passant par x et y. 
3. GBODBSIQUES COMPLEXES INVARIANTES 
PAR UNE APPLICATION HOLOMORPHE 
Nous pouvons maintenant enoncer et montrer le theoreme suivant sur les 
point fixes d’une application holomorphe. 
THBOR~ME 4.1. Soit D un domaine borne’ convexe et taut de C”. Soient 
x et y deux points distincts de D et supposons qu’il existe au moins une 
geodesique complexe passant par x et y. Soit f: D -+ D une application 
holomorphe telle que f(x) = x et f(y) = y. Alors il existe une geodesique 
complexe rp passant par x et y et telle que, Vy E A, f (q(C)) = q(l). 
Demonstration. Des hypotheses, du theoreme 3.1 et de la proposition 
3.2, on dtduit que l’ensemble N des geodesiques complexes normalisees 
passant par x et y est une ensemble convexe compact non vide. 
Soit cp: A + D une gtodtsique complexe normalisie. On a f 0 q(a) =x, 
f o cp(p) = y, ce qui, d’apris la proposition 1.2, montre que f 0 q est aussi 
une geodesique complexe normalisee. 
Soient (a, ,..., aP) p points distincts de A. Les (&a,),..., (D(aP)), pour toutes 
les geodesiques complexes normalikes rp E N forme un ensemble compact 
convexe K de Cnp. Comme, pour tout v, E N, f 0 v, E N, on en diduit que f 
definit une application continue de K dans K. Comme K est un convexe 
compact non vide de Cnp, on sait qu’il est homeomorphe a la boule-unite 
fermee E, de IRS, pour un certain entier s E N. D’apres le theoreme de 
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Brouwer, f admet un point fixe dans K. 11 existe done une geodesique 
complexe q telle que 
f(co(ai)) = P(ai)- i = l,..., p. 
Pour montrer qu’il existe une gtodesique complexe p telle quef(&i)) = y(<), 
pour tout [E A, il suffit de montrer que l’intersection 
est non vide. Nous venons justement de montrer que toute intersection finie 
est non vide. Comme N est compact, l’intersection est non vide, et le 
theoreme est demontre. 
On deduit du theoreme 4.1 les corollaires suivants: 
COROLLAIRE 4.2. Soit B la boule-unite’ ouverte de C” pour une nor-me 
quelconque. Soit f: B + B une application holomorphe, et supposons qu’il 
existe x # 0 dans B tel que f(0) = 0 et que f(x) =x. Alors il existe une 
geodesique complexe p: A + B passant par 0 et x formee de points fixes de f: 
COROLLAIRE 4.3. Supposons de plus que B soit homogene. Soit f: B --t B 
une application holomorphe ayant deux points deJxes distincts x et y. Alors 
il existe une geodesique complexe 9: A --t B passant par x et y form&e de 
points fixes de f 
I1 serait, bien sdr. interessant de generaliser le theoreme 4.1 dans le cas 
d’un domaine borne D d’un espace de Banach complexe E. La methode que 
nous avons developpie ici marche encore si l’ensemble des giodesiques 
normalisees passant par x et y est un compact convexe non vide contenu 
dans un sous-espace vectoriel complexe de dimension linie. Ainsi, nous 
avons, par exemple, la proposition suivante: 
PROPOSITION 4.4. Soit B la boule-unite ouverte d’un espace de Hilbert 
H, et soit A” le polydisque ouoert de C *. Considerons les deux points (0,O) E 
B x A” et (x, ~1) E B x A”, et supposons que J/.xJl > 11 y/j. Alors. l’ensemble des 
geodesiques complexes normalisees passant par (0,O) et (x, y) est un 
ensemble convexe compact contenu dans fi ’ x x CC”. Par suite, toute fonction 
holomorphe f: B x A” + B x A” telle que f(0, 0) = (0, 0) et f(x- y) = (x, y) 
admet une geodesique v, passant par (0.0) et (x, y) form&e de points fixes 
def 
11 est curieux de constater que, si, au contraire, IIyI1 > ll~ll, et, si H est de 
dimension intinie, l’ensemble des geodesiques normalikes passant par (0,O) 
et (x, y) n’est plus compact. Je ne sais rien alors sur les points fixes def: 
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5. POINTS FIXES DES AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES 
DES DOMAINES BORNI% 
Les resultats precedents montrent que, si par exemple, A” est le polydisque 
ouvert dans Cc”, si f: A” -+ A” est une application holomorphe, et si x et y 
sont deux points fixes distincts de f, il existe une giodesique complexe 
passant par x et y formee de points fixes de f: Cependant, on ne peut pas 
preciser a priori quelle est cette geodesique. Au contraire, si f est un 
automorphisme analytique de A”, on peut preciser quels sont les points fixes 
de f: Les risultats que nous allons donner ont l’avantage d’etre vrais aussi 
dans le cas de la dimension intinie. 
Soit done B la boule-unite ouverte d’un espace de Banach complexe E, et 
supposons que B soit homogene. Ainsi, B est un domaine borne symetrique, 
et on peut appliquer les resultats de [6, 71. Soit f un automorphisme 
analytique de B, ayant deux points fixes distincts. Quitte a faire un 
automorphisme analytique de B, on peut supposer que un de ces deux points 
fixes est l’origine 0. Soit x l’autre point fixe. D’apres un resultat de Henri 
Cartan (voir, par exemple, [6]), f est un automorphisme lineaire de E. Ainsi 
done l’image de la geodisique complexe 
est formee de points fixes deJ: Cependant, on peut montrer sur cet ensemble 
de points fixes un resultat plus precis. D’apres [6 1, est associe a B une 
application trilineaire Z: E’ + E qui caractirise completement B (voir, par 
exemple, [8]). D’apris [6, 81, on sait que, pour tout <E E, pour tout x E E, 
pour tout y E E, 
fwr,x> Y>) = w"(o~f(x)~.tlY))~ 
Comme dans [7], on detinit par recurrence, pour tout entier n impair 
x(l) =x 3 x’“) = Z(x’” - 2), x, x), 
Comme x est un point fixe def, on montre facilement par recurrence sur n 
que f(x("')= XC"). 
On en deduit que le sous-espace vectoriel complexe fermi E.$ engendre par 
les x(“) est forme de points fixes de f. On a done montre la proposition 
suivante: 
PROPOSITION 5.1. Soit B la boule-unite’ ouverte d’un espace de Banach 
complexe E, et supposons que B est homogtke. Soit x un point de B, distinct 
de l’origine, et soit f un automorphisme analytique de B tel que f (0) = 0 et 
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f(x) = x. Ah-s le sous-espace vectoriel complexe fermi’ E-T de E engendrk par 
les xc”) est forme’ de points fixes de J 
EXEMPLE 5.2. Soit B la boule-unite ouverte de c,,(N). Alors 
Z((cJ~ (x,)7 (Y,)> = (-~“-w,). 
Soit x = (x,),,~ un element de c,,(N). Soit c,,~ delinie par x, = c,,~x~. 11 est 
facile de voir que l’espace E: est egal i I’espace des suites bornees y, telles 
que y, = 0 des que x, = 0, et que, de plus 
Yn = c,p ?lp 3 
chaque fois que cap est un nombre complexe de module 1. 
Reciproquement, x etant don&, il existe un automorphisme lineairefde B 
dont l’ensemble des points fixes est exactement EF. 
Ainsi, si x = (x,,),.~ est une suite bornie telle que, pour tout couple 
d’entiers distincts n, p, on ait 
x,#x,fO alors E.: = c,JN). 
On en deduit que tout automorphisme analytique f de B tel que f(0) = 0 et 
f(x) = x est l’identitd. 
Note ajouttfe lors de la correction des Ppreuves. Des resultats recents de Lempert (Anal. 
Math. 8 (1982), 257-261) et de Royden et Wong (Caratheodory and Kobayashi metric on 
convex domains, a paraitre) montrent qu’etant don& deux points x et y d’un domaine borne 
convexe D de C”, il existe toujours une geodesique complexe passant par x et ~2, ce qui 
simplilie l’inonce du theoreme 4.1. Concernant les points fixes d’applications holomorphes. il 
faut aussi signaler les rtsultats de Herve (J. Math. Pures Appl. 42 (1963). 117-147). 
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